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Punteggio
(1) Un'urna contiene 3 palline rosse e 2 palline bianche. Le estraiamo senza rimpiazzo
ﬁnché non otteniamo almeno una pallina per ciascun colore. Denotiamo con X il
numero di palline bianche estratte e Y il numero di palline rosse estratte. Denotiamo
inoltre con Z = X + Y il numero totale di palline estratte.
(a) Determinare P (Z = 2);
Si ha Z = 2 se la prima è bianca e la seconda rossa o viceversa. Detto Bi l'evento
i.esima estratta bianca e similmente Ri abbiamo quindi
P (Z = 2) = P (B1∩R2)+P (R1∩B2) = P (B1)P (R2|B1) = P (R1)P (B2|R1) = 2
5
·3
4
+
3
5
·2
4
=
3
5
;
(b) determinare la densità di Z; Zpuò assumere solo i valori 2,3,4. Basterà quindi
determinare
P (Z = 4) = P (R1 ∩R2 ∩R3 ∩B4) = 3
5
2
4
1
3
=
1
10
in quanto avremo poi P (Z = 3) = 1− P (Z2)− P (Z = 4) = 310 . La densità di Z è
quindi
pZ(k) =

3
5
k = 2
3
10
k = 3
1
10
k = 4
0 altrimenti.
(c) determinare E[Z];
Basta utilizzare la deﬁnizione
E[Z] =
∑
kpZ(k) = 2 · 3
5
+ 3 · 3
10
+ 4 · 1
10
=
5
2
.
(d) stabilire se X ed Y sono indipendenti;
X ed Y sono dipendenti in quanto, ad esempio, Y = 3 implica X = 1.
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(2) Si considerino due variabili X ed Y indipendenti che assumono valori 1,2,3 deﬁnite su
uno spazio di probabilità Ω. Sono noti i seguenti valori della loro densità congiunta
p(x, y):
@
@X
Y
1
12
1
18
1
6
1
12
1
6
1 2 3
1
2
3
(a) Sfruttando l'indipendenza di X ed Y , veriﬁcare che p(1, 2) ·p(2, 1) = p(1, 1) ·p(2, 2)
ed utilizzare questa relazione per determinare p(1, 2);
Deriva semplicemente dal fatto che X ed Y sono indipendenti. Abbiamo infatti
p(1, 2) = pX(1)pY (2) e similmente le altre da cui p(1, 2)p(2, 1) = pX(1)pY (2)pX(2)pY (1)
e p(1, 1) · p(2, 2) = pX(1)pY (1)pX(2)pY (2). Ne segue
p(1, 2) = p(1, 1) · p(2, 2)/p(2, 1) = 1
12
· 1
6
· 18 = 1
4
.
(b) calcolare pX(1)
pX(1) lo otteniamo sommando gli elementi nella prima colonna: pX(1) = 112 +
1
4
+
1
6
= 1
2
;
(c) determinare la densità marginale di Y e la densità marginale di X
Dalla prima colonna otteniamo P (X = 1, Y = 1) = P (X = 1)P (Y = 1) da cui
P (Y = 1) = 1
12
/1
2
= 1
6
e similmente P (X = 1, Y = 2) = P (X = 1)P (Y = 2) da
cui P (Y = 2) = 1
4
/1
2
= 1
2
; inﬁne da P (X = 1, Y = 3) = P (X = 1)P (Y = 3) da
cui P (Y = 3) = 1
6
/1
2
= 1
3
. La densità marginale della X la otteniamo similmente
ragionando sulla seconda riga ottenendo P (X = 1) = 1
2
, P (X = 2) = 1
3
e P (X =
3) = 1
6
(d) completare la tabella della densità congiunta p(x, y);
È suﬃciente a questo punto moltiplicare le densità marginali per ottenere la con-
giunta.
(e) completare la tabella in modo che le variabili X ed Y siano dipendenti.
Basta compilare la tabella con numeri non negativi diversi dai precedenti in modo
che la somma di tutti i coeﬃcienti sia 1. Si possono ad esempio mettere tutti 0
tranne in un posto in cui inserire 1 meno la somma dei numeri che compaiono; o
anche, senza fare conti, scambiando due dei valori che si erano ottenuti nel caso
indipendente.
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(3) Si consideri la seguente funzione dipendente da un parametro reale a
f(x) =
{
a(1− x2) se x ∈ [−1, 1]
0 altrimenti.
(a) Stabilire per quale valore di a la funzione f(t) è la densità di una variabile aleatoria
continua X;
Siccome
∫ +∞
−∞ f(x) dx =
4
3
a deduciamo che necessariamente a = 3
4
;
(b) deteminare E[X];
E[X] = 0 in quanto la densità è una funzione pari.
(c) determinare P (X < 2
3
|X > 1
3
).
Abbiamo, per deﬁnizione di probabiltià condizionale
P (X <
2
3
|X > 1
3
) =
P (1
3
< X < 2
3
)
P (X > 1
3
)
=
∫ 2/3
1/3
3
4
(1− x2) dx∫ 1
1/3
3
4
(1− x2) dx =
5
7
.
